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Différentielle du déterminant

Lemme 1. Pour K =R ou C, GL,(K) est un ouvert dense dans M, (R).

Démonstration.

Montrons que GL,(R) est un ouvert de M, (R).

-1
GLn(K) = {M € M,(K) | det M # 0} = det(Rx)
Comme det est continue, GL,, (K) est un ouvert de M, (R).

Soit M € M, (K), et A1,...,\, ses valeurs propres (complexes).
Soit () une suite de complexes qui converge vers 0.

1l existe N € N tel que pour tout k > N, |eg| < min(|A1],...,|An])-
Alors, pour tout £k > N, on a :

n

det(M +exl,) = [ [\ + ) #0
i=1

Les matrices Xy = M + eI, sont inversibles et convergent vers M, d’ou la densité. O]

Théoréme 2. La fonction det : M, (R) — R est de classe € et de différentielle dx det(H) = tr(*Com(X)H).

Démonstration.

La fonction det est une fonction polynomiale en les coefficients de la matrice, donc elle est de classe €.
On munit M, (R) d’'une norme.
Soit H une matrice, et A1, ..., A, ses valeurs propres. On a, pour ¢t € R :

n

det(I, +tH) = [J(1 +tA;) = 1+ ttr H + O(t?)

=1
Alors on a dj, det(H) = tr H.
Soient X € GL,(R) et H € M,(R). Alors :
det(X + H) = det(X) det(I,, + X ' H)
= det(X) (14 tr(X"H) + o( | H|| )
= det(X) + tr(*Com(X)H) + o( | H||)
Donc dy det(H) = tr(*Com(X)H).

Les fonctions X +— dx det et X +— (H +— tr(‘Com(X)H) coincident sur GL,(K) qui est un ouvert dense de
M,,(K). On en conclut que pour tout X, H € M, (R), on a dx det(H) = tr(*Com(X)H). O
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Application 3. Pour A € M,(R), det(e?) = e'r4

Démonstration.

Soient y1,...,y, les solutions du systeme différentiel y'(¢t) = A(t)y(t), ou A(t) € M,(R) est une fonction
continue et soit w(t) = det(y1(t),. .., yn(t)) leur wronskien.

Soit Y la matrice colonne de (yi,...,yn), ainsi Y/ = AY.

w'(t) = dy ) det(Y'(1))
= tr(*Com(Y (£))Y'(t))
= tr(*Com(Y (£))A(t)Y (t))
= tr(A(t)Y (t) *"Com(Y (1))
= tr(A(t) det(Y ()
= tr(A(t))w(t)

On obtient donc w'(t) = tr(A(t))w(t) et, par conséquent :

w(t) = w(0) exp </75 tr(A(s))ds)
0

Si de plus, A est constant, alors, revenant au systéme initial, on a :

Y'(t) = AY (t) = Y (t) = Y(0)e*?
On applique le déterminant a cette égalité et on obtient :

w(t) = w(0) det(e'?)
Utilisons maintenant le résultat dans le cas ou A n’est pas constant, on obtient alors :
w(t) = w(0)e!

Ainsi, on obtient le résultat. O
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